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Esame di Geometria e Algebra, 8 febbraio 2010

1. Geometria analitica

In un riferimento cartesiano si considerino il punto A(0,0, —1) e la retta r: 6z = 2z =
3y.
(1.1) Trovare la distanza tra A ed r.

(1.2) Determinare ’angolo tra r ed il piano xy.

1.3) Determinare le equazioni delle sfere tangenti al piano xy, col centro su r e passanti
g Y
per A.

(1.4) Determinare equazioni parametriche e cartesiana della superficie di rotazione %
ottenuta facendo ruotare r intorno all’asse z.

2. Algebra lineare.

Sia {€;} la base canonica di R*. Si considerino il sottospazio
W = {0 = (21,79, 73,74) ER* | 2y + 23+ 23 =0}
e per ogni k € R I'endomorfismo f;, di R* definito da

f(gl) = (k>k7k70)7 f(éé) <_37_27_170)7
f(_)3) = (k’k’k’0>v f(g) (27170 0)

(2.1) Determinare dim(Ker f;) al variare di k € R.

(2.2) Stabilire se ¢ vera la relazione Ker fy & Im fy = R*.
(2.3) Dire se fp ¢ semplice.

(2.4) Trovare una base ortonormale del sottospazio (Im f;)=.

N.B. I procedimenti, le risposte, i calcoli, debbono essere tutti brevemente giustifi-
cati. Sara elemento di valutazione anche la chiarezza espositiva.

Questo foglio va compilato e consegnato insieme a tutti 1 fogli timbrati.

Ogni esercizio vale 10/30.
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Soluzioni degli esercizi

1. Geometria analitica

(1.1) La distanza tra A ed r si calcola trovando il segmento perpendicolare ad r avente
un estremo in A (e l'altro, H, in r). Il punto H si trova come intersezione del piano
perpendicolare ad r e passante per A con la retta r.

,3), mentre i parametri di

(1.2) I parametri direttori di 7 sono proporzionali a 1,2
). Q u1nd1 se ¢ I’angolo tra

i =
giacitura del piano zy sono prpoporzionali ad 7 = (0, 0,
il piano e la retta, si ha
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sinp = lcosﬁ/\f’] =

(1.3) La generica sfera
S:a? + 9?4+ 2% —2ax — 2by —2cz+d =0

e tangente al piano zy se la distanza (in valore assoluto) del suo centro (a, b, ¢) da esso
¢ uguale al raggio, cioe se

lcf=Va2+b+c2—d = a*+b=d.
Poiché il centro appartiene allarettar sihaa = 1/3¢,b =2/3¢,d = 5/9 ¢*. Imponendo
che S passi per A si ha 14 2c+d =0, da cui

5 3
1—1—20—1—502:0 = c:—g, —3.

Quindi le sfere richieste sono

Si:a? 4P+ 22 +20+2y+624+5=0,
Sy: 5(x? +y* + 2%) + 22+ 4y + 62+ 1 = 0.

(1.4) Se P(1/3t,2/3t,t) ¢ il generico punto di r, il parallelo descritto ¢ una circon-

ferenza di raggio p = PH, dove H(0,0,t), ed appartenente al piano z = ¢. Quindi
p=+/5/3t, ed equazioni parametriche di ¥ sono

V5 . V5
T = pCcosp = ?tcosgo, Y= psiny = ?tcosgo, z =1.

Eliminando i parametri si ottiene ’equazione cartesiana di >:



2. Algebra lineare.

(2.1) La matrice associata ad fj rispetto alla base canonica ¢
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0

Tenendo conto del fatto che la matrice ha due colonne uguali, segue facilmente che
rg Ap = 2 per ogni k, quindi dim Ker f, =4 — 2 = 2.

(2.2) Con facili calcoli si ha
Ker fo = {(\,0,1,0) | A, u € R} = L(é1, €3),
dove €1 = (1,0,0,0) ed & = (0,0,1,0) costituiscono una base di Ker fo;
Im fo = L(v), 0y),

dove 0 = (—3,-2,—1,0), vh = (2,1,0,0) costituiscono una base per Im f;.

Poiché i vettori €7, €3, U1, U5 non sono indipendenti allora dim(Ker fy + Im fy) < 4, da
cui la conclusione che non si ha somma diretta.

(2.3) det(Ag — M) = A¥(\ + 2) = 0, quindi gli autovalori sono A = 0 con molteplicita
3 e A = —2 con molteplicita 1. Ora, V(0) = Ker fy e poiché dim Ker fy = 2 # 3 segue
che fp non e semplice.

(2.4) Essendo x5 = x1 + x5 si ha W = {(a,b,a + b,¢) | a,b,c € R}. Una sua base
@ = (1,0,1,0), @ = (0,1,1,0), @ = (0,0,0,1). Quindi dimW'+ =4—3=1e
W+t = L(w) dove @ -1; = 0 per i = 1, 2, 3. Posto @ = (1, 72, T3, 74) si ha 1 + a3 = 0,
2o +23=0,24=0dacuid=(1,1,-1,0).

(2.4) Una base di Im fy ¢ {(—3,—2,-1,0),(2,1,0,0)}. Il complemento ortogonale di
Im fj si trova come l'insieme dei vettori ¢ tali che v-(—3,-2,—1,0) =0, ¥-(2,1,0,0) =
0. Una base ortonormale si ottiene mediante il metodo di Gram—Schmidt.



